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定义与约定 树上邻域理论 树上链邻域理论 总结与致谢

广义点与广义距离

定义广义点集合

V = V ∪ {M(u, v) | (u, v) ∈ E},

其中M(u, v) 表示边 (u, v) 的中点。
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定义与约定 树上邻域理论 树上链邻域理论 总结与致谢

广义点与广义距离

基本距离 de : V × V → R ∪ {+∞}：

de(u, x) =

0, u = x ,

+∞, otherwise,

de(M(u, v), x) =


1
2 , x = u 或 x = v ,

+∞, otherwise.

广义距离 dis : V × V → R 定义为

dis(p, q) = min
x ,y∈V

(
d r
T (x , y) + de(p, x) + de(q, y)

)
.
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定义与约定 树上邻域理论 树上链邻域理论 总结与致谢

点到链的距离

对于树上的顶点 u 和一条连接顶点 s, t 的链 Path(s, t)，定义 u
到 Path(s, t) 的距离：

dis(u,Path(s, t)) = min
x∈Path(s,t)

dis(u, x)

同时，若上述式子中取到最小值的 x = x0，则称 u 属于
Path(s, t) 的 x0，或者 u 在链 Path(s, t) 上属于 x0。
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定义与约定 树上邻域理论 树上链邻域理论 总结与致谢

行走

定义行走函数 ↷: V × V × R → V，其中 ↷ (s, t, θ) 表示从 s 朝
向 t 行走距离 θ 后到达的唯一点（0 ≤ θ ≤ dT (s, t)）。

形式化记作：

↷ (s, t, θ) = p where p ∈ Path(s, t), dT (s, p) = θ.
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定义与约定 树上邻域理论 树上链邻域理论 总结与致谢

树上邻域与真实邻域

定义广义点 u 在树上的 r 邻域为所有与 u 之距离 ≤ r 的点所构
成的集合，记作 N(u, r)。形式化的，有：

N(u, r) = {x ∈ V | dis(u, x) ≤ r}

称 u 为邻域 N(u, r) 的中心，r 为该邻域的半径。

称一个邻域 N(u, r) 是真实的，当且仅当满足以下两个条件之
一： {

u ∈ V , r ∈ Z
u ̸∈ V , r = p + 1

2 , p ∈ Z

可理解为该邻域的所有边界点都是树上真实的顶点。

汪苏轶 杭州第二中学

浅谈树上邻域与链邻域的并交问题 6 / 36



定义与约定 树上邻域理论 树上链邻域理论 总结与致谢

树上邻域与真实邻域

定义广义点 u 在树上的 r 邻域为所有与 u 之距离 ≤ r 的点所构
成的集合，记作 N(u, r)。形式化的，有：

N(u, r) = {x ∈ V | dis(u, x) ≤ r}

称 u 为邻域 N(u, r) 的中心，r 为该邻域的半径。

称一个邻域 N(u, r) 是真实的，当且仅当满足以下两个条件之
一： {

u ∈ V , r ∈ Z
u ̸∈ V , r = p + 1

2 , p ∈ Z

可理解为该邻域的所有边界点都是树上真实的顶点。

汪苏轶 杭州第二中学

浅谈树上邻域与链邻域的并交问题 6 / 36



定义与约定 树上邻域理论 树上链邻域理论 总结与致谢

树上链邻域

定义一条连接顶点 u, v 的链的 r 邻域为所有与链 Path(u, v) 距
离 ≤ r 的点所构成的集合，记作 M(u, v , r)。形式化的，有：

M(u, v , r) = {x ∈ V | dis(x ,Path(u, v)) ≤ r}

类似的，称 Path(u, v) 为链邻域 M(u, v , r) 的中心链，r 为该链
邻域的半径。

下面讨论的所有有关树上链邻域的问题均不包含广义点。
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定义与约定 树上邻域理论 树上链邻域理论 总结与致谢

从圆到树上圆

由树上邻域的定义 N(u, r) 不难联想到平面上的圆 circle(o, r)，
故树上邻域在一些场合也被称之为“树上圆”。对于平面上的一
个圆，连接圆内任意两点的最长直线即为直径，而所有的直径都
会经过圆心一点。由此容易引导将该结论类比到树上。

对于树上的一个由顶点构成的点集 S，定义点集 S 的直径长度
d(S) 为 maxx ,y∈S dis(x , y)，而任意一条满足 x , y ∈ S 且
dis(x , y) = d(S) 的路径 Path(x , y) 都被称为点集 S 的直径。
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定义与约定 树上邻域理论 树上链邻域理论 总结与致谢

直径中点和树上圆

定理

对于树上任意一个点集 S，S 的所有直径中点重合（中点可能为
广义点）。

故对于一个点集 S，可以定义点集的中点 m(S) 为一个广义点。
找到中点和直径后，就可以类似平面上的圆，定义点集 S 对应
的树上邻域 K(S) = N(m(S), d(S)2 )。容易发现 K(S) 必然是一个
真实邻域。
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定义与约定 树上邻域理论 树上链邻域理论 总结与致谢

点集、圆与点邻域的包含关系

定理

对于树上任意一个点集 S 与真实邻域 N(u, r)，若 S ⊂ N(u, r)，
则 K(S) ⊂ N(u, r)。

首先证明 dis(u,m(S)) ≤ r − d(S)
2 。若不然，则取任意一条 S 的直径

Path(x , y)，必有 x , y 中的一者在 m(S) 的与 u 不同的一棵子树中。不妨设 x
是，那么由 x ∈ S ⊂ N(u, r) 可知

dis(x , u) = dis(x ,m(S)) + dis(m(S), u) = d(S)
2 + dis(m(S), u) ≤ r，因此

dis(m(S), u) ≤ r − d(S)
2 。

从而对于任意一点 t ∈ K(S) = N(m(S), d(S)
2 )，都有

dis(t, u) ≤ dis(t,m(S)) + d(m(S), u) ≤ d(S)
2 + (r − d(S)

2 ) = r，因此
t ∈ N(u, r)。进而可得 K(S) ⊂ N(u, r)。
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定义与约定 树上邻域理论 树上链邻域理论 总结与致谢

树上邻域求并

考虑如下问题：对于树上的两个点集 S ,T，K(S),K(T ) 和
K(S ∪ T ) 之间的关系。

换句话说，若只知道 K(S),K(T )，能否在不知道 S ,T 本身为何
值时，快速求出 K(S ∪ T )。

考虑对 K(S) 和 K(T ) 的包含关系进行讨论：

• 若 K(S) ⊂ K(T )，即 dis(m(S),m(T )) + d(S)
2 ≤ d(T )

2 ，则显然
K(S ∪ T ) = K(T )。

• 若 K(T ) ⊂ K(S)，即 dis(m(S),m(T )) + d(T )
2 ≤ d(S)

2 ，则显然
K(S ∪ T ) = K(S)。
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定义与约定 树上邻域理论 树上链邻域理论 总结与致谢

树上邻域求并

• 否则有 K(S) ̸⊂ K(T ) 且 K(T ) ̸⊂ K(S)，即两者互不包含。结论为：

K(S ∪ T ) = N

(
↷

(
m(S),m(T ),

len − d(S)/2 + d(T )/2

2

)
,
len + d(S)/2 + d(T )/2

2

)

其中 len = dis(m(S),m(T ))。

尝试证明上述结论。对于点集 S，必然能找到直径 Path(u1, v1)，不妨设
u1 不与 m(T ) 在 m(S) 的相同子树中；同理能在 T 中找到直径
Path(u2, v2)，u2 不与 m(S) 在 m(T ) 的相同子树中。则
dis(u1, u2) = dis(u1,m(S)) + dis(m(S),m(T )) + dis(m(T ), u2) =
len + d(S)/2 + d(T )/2，该值一定是 S ∪ T 的直径长度。

中点为 ↷ (u1, u2,
len+d(S)/2+d(T )/2

2 ) =↷ (m(S),m(T ), len−d(S)/2+d(T )/2
2 )。
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定义与约定 树上邻域理论 树上链邻域理论 总结与致谢

例题

问题 (Range Diameter Sum)

给定一棵包含 n 个点的树，定义：

diam(l , r) = max
l≤u,v≤r

dis(u, v)

计算： ∑
1≤l≤r≤n

diam(l , r)

数据范围：1 ≤ n ≤ 105。
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定义与约定 树上邻域理论 树上链邻域理论 总结与致谢

例题解法

求单个 diam(l , r) 即为树上邻域的标准形式。现在需要求解所有
子区间的答案之和，求解类似问题的经典做法是使用分治。

对于一个分治区间 [l , r ]，令 mid = ⌊ l+r
2 ⌋，递归分治求解 [l ,mid ]

和 [mid + 1, r ] 两个区间的所有子区间答案，而在当前分治过程
中计算跨过 mid 的区间答案。

预处理出所有形如 K([x ,mid ]) 和 K([mid + 1, y ]) 的树上圆，接
下来即求这些树上圆两两并半径之和。
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定义与约定 树上邻域理论 树上链邻域理论 总结与致谢

例题解法

固定 x，则 K([x ,mid ]) 被确定。y 从 mid + 1 增加到 y 的过程
中，K([mid + 1, y ]) 逐渐增大，因此 K([mid + 1, y ]) 和
K([x ,mid ]) 的关系也可以被分为三段：

• 第一段中，K([x ,mid ]) ⊃ K([mid + 1, y ])，此时贡献即为
K([x ,mid ]) 的直径。

• 第二段中，两个树上圆互不包含。根据树上圆求并的讨论，
两个树上圆求并后新树上圆的直径是
dis(m([x ,mid ]),m([mid + 1, r ])) + d([x ,mid ])/2 + d([mid +
1, y ])/2（此处分别用 m(S) 和 d(S) 来表示 K(S) 的中点和
直径）。

• 第三段中，K([x ,mid ]) ⊂ K([mid + 1, y ])，此时贡献即为
K([mid + 1, y ])。
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定义与约定 树上邻域理论 树上链邻域理论 总结与致谢

例题解法

对于第一段和第三段，贡献都是容易处理的。

对于第二段 d([x ,mid ]) + d([mid + 1, y ]) 部分也容易计算。而
dis(m[x ,mid ],m[mid + 1, y ]) 部分可以转化为以下问题：动态维
护一个可重点集 S，需要支持以下两种操作：

• 向 S 中插入或删除顶点。

• 给定顶点 x，查询
∑

y∈S dis(x , y)。

该问题可以使用点分树或重链剖分解决。视最后一步的具体维护
与实现方式，复杂度在 O(n log2 n) 到 O(n log3 n) 不等。

汪苏轶 杭州第二中学

浅谈树上邻域与链邻域的并交问题 16 / 36



定义与约定 树上邻域理论 树上链邻域理论 总结与致谢

树上邻域求交

定理

树上任意两个真实邻域 N(u1, r1) 和 N(u2, r2) 的交必为真实邻域
或空集。

容易观察到两个真实邻域之交为空当且仅当
dis(u1, u2) > r1 + r2。

否则必有：

N(u1, r1) ∩ N(u2, r2) = N

(
↷

(
u1, u2,

r1 − r2 + dis(u1, u2)

2

)
,
r1 + r2 − dis(u1, u2)

2

)
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定义与约定 树上邻域理论 树上链邻域理论 总结与致谢

树上邻域与链邻域的关系

本部分所有的链邻域均不包含广义点。也就是说，所有
M(u, v , r) 中 u, v 均为真实的树上顶点，r 一定是整数。

上一节中已经讨论了树上邻域求交的相关问题。链邻域则是邻域
的一种扩展形式，他能够表示所有真实的邻域。

定理

任意一个真实邻域都可以用链邻域来表示。

• 对于 u ∈ V 的真实邻域 N(u, r)，可以直接用链邻域 M(u, u, r) 来表示。

• 对于 u ̸∈ V 的真实邻域 N(u = M(p, q), r)，可以用链邻域
M(p, q, r − 1

2 ) 来表示。
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定义与约定 树上邻域理论 树上链邻域理论 总结与致谢

零半径树上链邻域求交

该问题亦可描述为树上两条链求交。

定理

对于树上任意两条链 Path(u1, v1),Path(u2, v2)，他们的交必为一
条链或空集。

证明.

该定理是经典结论。首先他们的交必然是 Path(u1, v1) 的子集，
故必为若干段链。若段数 ≥ 2，则根据这些链也是 Path(u2, v2)
的子集可以推出 T = (V ,E ) 中包含环，与树的定义矛盾。
故其交集必为一条链或零条链（即空集）。
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定义与约定 树上邻域理论 树上链邻域理论 总结与致谢

等半径树上链邻域求交

对于树上的任意两条链 Path(u1, v1) 和 Path(u2, v2)，他们之间的
位置关系可以分为两种：相交和不相交。对于这两种情况分别进
行讨论。

引理 (链相交情况)

对于树上两条相交的链 Path(u1, v1),Path(u2, v2) 和任意整数
r ≥ 0，设 Path(x , y) = Path(u1, v1) ∩ Path(u2, v2)，则
M(u1, v1, r) ∩M(u2, v2, r) = M(x , y , r)。

引理 (链不交情况)

对于树上两条不相交的链 Path(u1, v1),Path(u2, v2) 和任意整数
r ≥ 0，M(u1, v1, r) ∩M(u2, v2, r) 必为一个真实邻域或空集。
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定义与约定 树上邻域理论 树上链邻域理论 总结与致谢

等半径树上链邻域求交

定理 (等半径链邻域求交定理)

对于任意两个半径相等的树上链邻域 M(u1, v1, r) 和
M(u2, v2, r)，M(u1, v1, r) ∩M(u2, v2, r) 必为空集，或可以被表
示为链邻域的形式。
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一般树上链邻域求交

仍然考虑两个链邻域的中心链的位置关心进行分类讨论。

引理 (链相交情况)

对于树上两条相交的链 Path(u1, v1),Path(u2, v2) 和任意两个整
数 r1, r2 ≥ 0，有 M(u1, v1, r1) ∩M(u2, v2, r2) 仍为链邻域。

引理 (链不交情况)

对于树上两条不交的链 Path(u1, v1),Path(u2, v2) 和任意两个整
数 r1, r2 ≥ 0，有 M(u1, v1, r1) ∩M(u2, v2, r2) 必为一个链邻域或
空集。
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一般树上链邻域求交

结合上面两个引理，可以得到：

定理 (链邻域求交定理)

对于任意两个树上链邻域 M(u1, v1, r1) 和 M(u2, v2, r2)，都有
M(u1, v1, r1) ∩M(u2, v2, r2) 必为空集，或可以被表示为链邻域的
形式。

也就是说，若将空集也视作链邻域，则一棵树的链邻域对求交操
作封闭。
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链邻域求交算法流程

当需要对两个链邻域求交时，算法的主体思想在上一小节的证明
过程中已经给出。除去所有较为复杂的分类讨论以外，主要需要
进行以下几种操作：

1 给出树上的两个点 u, v，查询 dis(u, v)。

2 给出树上的一条链 Path(u, v) 和一点 x，查询
dis(x ,Path(u, v)) 以及 x 属于链 Path(u, v) 上的哪一点。

3 给出树上的两个点 u, v 和一个非负整数 d ≤ dis(u, v)，查询
↷ (u, v , d)。

上述三种操作均为树上问题的经典操作，存在多种不同解法。设
n = |V |，容易简单做到 O(n) 预处理，O(log n) 进行单次查询。
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定义与约定 树上邻域理论 树上链邻域理论 总结与致谢

例题

问题 (Ald)

给定一棵 n 个顶点构成的树，顶点从 1 ∼ n 标号。你需要维护一
个由树上路径构成的可重集 S，并支持以下几种操作共 q 次：

1 给定两个顶点 u, v，将 Path(u, v) 加入到可重集 S 中。

2 给定两个顶点 u, v，将一个 Path(u, v) 从可重集 S 中删除。

3 给定一个非负整数 d，求所有以 S 中路径为中心链的 d−
链邻域的交的大小，即：∣∣∣∣∣∣

⋂
Path(u,v)∈S

M(u, v , d)

∣∣∣∣∣∣
数据范围：1 ≤ n, q ≤ 105。
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例题解法

根据上面定理的结论，
⋂

Path(u,v)∈S M(u, v , d) 一定可以被表示为

链邻域的形式。链邻域数点问题在《浅谈一类树上统计相关问
题》一文中进行了详细介绍。这一部分并不是本文重点，读者可
以自行思考或阅读该篇论文。

接下来将讨论如何求出每一次 3 类型询问时交集的链邻域表示，
该问题也是本例题中与本文关联最大的部分。
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例题解法

根据链相交的等半径链邻域求交定理的结论，对两个中心链相交
的链邻域求交，结果就是半径相等，中心链为原本两条中心链交
部分的链邻域。

将此结论推广到任意有限集合中依然成立。即：若⋂
Path(u,v)∈S Path(u, v) ̸= ∅，那么下式成立：⋂

Path(u,v)∈S

M(u, v , d) = M(u′, v ′, d).

where Path(u′, v ′) =
⋂

Path(u,v)∈S

Path(u, v)
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例题解法

否则该结论并不成立。但是有如下结论成立：

引理

对于由链构成的集合 S 满足
⋂

Path(u,v)∈S Path(u, v) = ∅，对于
任意两条 S 中的链 Path(u1, v1),Path(u2, v2) ∈ S 满足
dis(Path(u1, v1),Path(u2, v2)) = maxp1,p2∈S dis(p1, p2)，则成立下
式： ⋂

Path(u,v)∈S

M(u, v , d) = M(u1, v1, d) ∩M(u2, v2, d)
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例题解法

利用上述引理的结论，只需要维护出 S 集合中距离最远的两条
链即可。

得到上述结论后，使用线段树分治将问题转化为只向 S 集合中
添加路径。同时维护以下两个信息：

• 若 S 中所有路径交集不为空，则维护所有路径的交集。

• 否则维护 S 中距离最大的两条链。

不难发现上述信息在新增加一条路径时都可以在 O(log n) 的复
杂度内进行更新。因此本题可以在 O(n + q log q log n) 的复杂度
内求出每一个 3 询问对应的链邻域表示。
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例题

问题 (这里有只毛毛虫)

给定一张 n 个点 n 条边构成的无向连通图（即基环树）。
定义基环树上任意两个节点的距离 dis(u, v) 为 u 与 v 之间最短
路径的边数。
定义一个该基环树上的一个毛毛虫 Cat(u,v,c) 为：

Cat(u, v , c) = {x | dis(x , u) + dis(x , v) ≤ dis(u, v) + c}

你需要维护一个由毛毛虫构成的可重集 S，支持以下操作 q 次：

• 给定三个整数 u, v , c，将 Cat(u, v , c) 插入集合 S，并在插
入后输出 S 中所有毛毛虫交集的大小。

数据范围：1 ≤ n, q ≤ 5 × 105。
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例题解法

若本题的无向图是一棵树，则该问题即为上面所介绍的树上链邻
域求交。

考虑求出基环树的环，将所有环上的边切断后，原图变成若干棵
树，每棵树都以一个环上的点为根。尝试对于每一棵拆出来的树
维护对应树上的交。

考虑一次操作会对每个树产生什么影响。假设操作为
Cat(u, v , c)，则对于 u 和 v 所在的树，影响即为在对应的树上
进行一次链邻域求交操作。
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例题解法

而对于非 u 和 v 所在的树，其在 Cat(u, v , c) 的部分其实是一个
根的邻域。具体的，设根为 t，则 t 树内与 Cat(u, v , c) 相交的
部分即为 N(t, c − dis(c ,Path(u, v)))。

通过这一部分分析可以发现，对于每一棵树，每次操作本质上是
进行一次链邻域求交操作。故每一棵树中在 S 交中的部分即为
树上的一个链邻域或空。

接下来尝试快速维护这个过程。对于一棵以 t 为根的树的链邻域
交，容易被表示为 M(ut , vt , rt) ∩ N(t, dt)，初始时 dt 为对应树
中最深节点的深度。一次操作中，会对 M(ut , vt , rt) 产生影响的
只有 u 和 v 所在的树中，直接暴力更新即可。
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例题解法

而对于别的树，只会对 N(t, dt) 这一部分中的 dt 产生影响，且
具体影响为将 dt 对一个值取较小值。尝试快速找到所有 dt 减小
的 t，并对这样的 dt 重新求链邻域之交。容易发现这样的更新
只会进行

∑
dept = O(n) 次。而对 dt 取较小值的值一定形如常

数段公差为 0 或 1 的等差数列，因此可以直接用线段树维护环
上每个节点对应树当前的 dt、dt + rnkt 和 dt − rnkt 即可快速找
出一次操作会更新的位置。

综上，本题只需要进行 O(n + q) 次链邻域求交操作。而对于每
一次求交操作后，还需要进行一次链邻域数点操作，该操作可以
参考《浅谈一类树上统计相关问题》一文中所给出的做法。至
此，本题可以在 O((n + q) log n) 的时间复杂度内被解决。
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总结

本文从树上邻域出发，首先讨论了树上邻域与点集直径之间的关
系，并发现树上真实邻域对求交操作封闭。进一步地，将树上邻
域推广到树上链邻域，通过证明若干引理，发现若将空集也视作
树上链邻域，则树上链邻域对求交操作也封闭。同时，也给出了
实现树上链邻域求交的具体算法实现方法，并给出几道例题加以
分析，对此操作的应用进行了初步的展示。

目前本理论与算法在信息学竞赛的具体题目中出现与应用较少。
希望本文能起到抛砖引玉的作用，期待听众能够对部分理论进行
进一步研究。
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